
Дифференциальные уравнения первого порядка 

Пример 1. Решить уравнение .
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yx
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Решение 

Правая часть уравнения – однородная функция нулевой степени, поэтому данное 

уравнение однородное. 

Положим .uxy   Тогда 
dx
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  и после подстановки данное уравнение 

преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными: 
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Функции 1u  являются решениями. Пусть 1u . Разделим переменные 

.
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y
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Решения ,1u  т. е. xy   являются частными решениями.  

Пример 2. Решить уравнение .
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Решение 

Это однородное уравнение. Положим .uxy   Тогда 
dx

du
xu

dx

du
  и после 

подстановки получим .0,1sign
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 xux
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Очевидно, функции 1u   или  xy    являются решениями полученного 

уравнения. Другие решения найдем разделяя переменные.  
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Пример 3. Решить уравнение .0)12()12(  dyxydxyx  

Из всех решений выделите то, которое удовлетворяет условию .1)1( y  

Решение 



Данное уравнение приводится к однородному. Произведем замену переменных 

.,  sytx  Получим 

.0)122()122(  dstsdtst  
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однородное уравнение .0)2()2(  dstsdtst  

В последнем уравнении положим .uts   
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Возвращаясь к переменным x   и y , получим 
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Это общий интеграл уравнения. Положив ,1,1  yx  находим .1
1
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Ответ:  .1
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Пример 4. Решить уравнение  .cos
sinx

exy
dx

dy 
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Решение 

Это линейное уравнение. Найдем его общее решение методом вариации 

произвольной постоянной (методом Лагранжа). 

1) Решим соответствующее линейное однородное уравнение 

.0cos  xy
dx

dy
 

Функция 0y  является решением этого уравнения.  

Другие его решения найдем, разделяя переменные: 
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Решение 0y  можно получить из последней формулы при ,0c  поэтому все 

решения однородного уравнения выражаются формулой .,
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Rсecy
x
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

 

2) Решение исходного уравнения ищем в виде  .)(
sinx

excy

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Подставив это выражение в заданное уравнение, получим 
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Пример 5. Проинтегрировать уравнение 
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x
y   методом Бернулли, решить 

задачу Коши при начальном условии .1)1( y  

Решение 

Это линейное уравнение. Сделав подстановку Бернулли uvy , получим  

,
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Находим частное решение уравнения  
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В качестве частного решения можно взять .
1

3
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Тогда для отыскания u  получим уравнение  .
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33

xx
u   Отсюда находим .2 cxu   

Общее решение исходного уравнения .
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Из него выделяем частное решение, удовлетворяющее условию 

,1)2(1:1)1(  cy  откуда .1c  Подставляя 1c  в общее решение, получаем 

частное решение .
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Пример 6. Найти общее решение уравнения .0)2(2
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Решение 

Это уравнение приводится к линейному с неизвестной функцией :)(yx  
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Решим его методом подстановки Бернулли ))()()(( yvyuyx  : 
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Находим частное решение уравнения .0
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 v
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Разделив переменные, получим  ., yv
y
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Для отыскания u  получим уравнение .
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y
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Следовательно, общее решение исходного уравнения  .
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2
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Пример 7. Решить уравнение Бернулли 
23

22 yxxyy  , приведя его к линейному 

уравнению. 

Решение 

Разделим обе части уравнения на :
2
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xxyyy 
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 Положим ,
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zy 

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 Умножив обе части уравнения на (–1) и выполнив указанную подстановку, 

получим линейное уравнение  .22
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xxzz   

Решим это уравнение методом интегрирующего множителя (методом  

Эйлера). Находим интегрирующий множитель   
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Следовательно, общее решение исходного уравнения 
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Пример 8. Решить уравнение .0)36()32(
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 dyyxyxdxyxy  

Решение 

Для того чтобы уравнение 0);();(  dyyxNdxyxM  было уравнением в 

полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы  .
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В данном случае ,32);(
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 т. е. левая часть данного уравнения действительно 

является полным дифференциалом некоторой функции ).;( yxu  

Для искомой функции );( yxu  имеем           .36,32
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Из первого уравнения получаем     ).(3)32();(
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yxyyxdxyxyyxu  

Дифференцируем последнее равенство по :y  
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3
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Решение уравнения запишется в виде  .3
322
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Пример 9. Найти общий интеграл дифференциального уравнения  

.0)cos()sin(  dyyxxedxyye
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Решение 

Так как ,cos1,cos1 y
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 то данное уравнение 

является уравнением в полных дифференциалах. 

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах можно найти по одной из 

формул:  
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Подставив во вторую формулу для простоты ,000  yx  получим 
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Пример 10. Решить уравнение .02)(
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 xydydxyx  

Решение 

Если левая часть уравнения dyyxNdxyxM );();(   не является полным 

дифференциалом и выполнены все условия теоремы Коши, то существует такая функция 

),;( yx  называемая интегральным множителем, что .)( duNdyMdx   

Интегрирующий множитель легко находится в двух случаях: 
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Следовательно, ).(x  

Так как ))(2()))(((
2

xyx
x

yxx
y










  или  

,)(2)(22)( yxxy
dx
dM

yx    то  dx
x

dM 2



  и  .

1
2

x
  

Умножая уравнение на ,
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x
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полных дифференциалах. 

Общий интеграл уравнения найдем по формуле 
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Дополнительные задачи 

1. Решить задачу Коши  .1)1(,0)(  ydyxxyydx  

Ответ: .2ln2
x

y
y   

2. Решить уравнение  0)2()2(  dxyxdyyx . 

Ответ: )()(
23

yxCxy  . 

3. Решить уравнение  02)4(
22

 dxydyxxy . 

Ответ:  02
2

 Cxxyy . 

4. Решить уравнение  0)(
22

 dxydyyxx . 

Указание. Используйте замену 
y

yx
yz

)(
)(  . 

Ответ:  
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5. Решить уравнение  01ln 






 
x

y
yyx . 

Ответ:  x

C
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6. Решить уравнение  .0)12()(  dyxydxyx  

Ответ:  .
2

2
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cyxyy
x
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7. Решить уравнение  
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32
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Ответ:  Cxyxy 
22

)1()1)(1(4)1( . 

8. Решить уравнение  0)1()3(  dyyxdxyx . 

Ответ:  Cyyxx 
22

)2()2)(1(2)1( . 

9. Решить задачу Коши  .5)(,
cos

1
tg  y

x
xyy  

Ответ:  .sincos5 xxy   



10. Решить уравнение  
x

eyy  . 

Ответ:  )( Cxey
x
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11. Решить уравнение  xxyyx 
3

2 . 

Ответ:  
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Cxxxy  . 

12. Решить задачу Коши  1)0(,2 

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x
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Ответ:  
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13. Решить задачу Коши  2)0(,sincossincos  yxxxxyxy . 

Ответ:  
x
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2
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14. Решить уравнение  .0)32(
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 dyxydxy  

Ответ:  .
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y
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15. Решить уравнение  
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Ответ:  0,1)2(
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16. Решить уравнение  xyyy 
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Ответ:  1
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17. Решить уравнение  xyyyx ln
2

 . 

Ответ:  0,1)1ln(  yxCxy . 

18. Решить уравнение  .1
322
 xyyyx  
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19. Решить задачу Коши  .2)1(,
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20. Решить уравнение  0)12()22(  dyxydxyx . 

Ответ:  Cyyxxyx 
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21. Решить задачу Коши  0)3(,0)2( 
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22. Решить уравнение  0)(  yeyyex
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Ответ:  Cyyex
x


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23. Решить уравнение  .01)2( 
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

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
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24. Решить уравнение  .
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


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Ответ:  .arctg2
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25. Решить уравнение ,0)1(  xdydxxyy  если известно, что оно имеет 

интегрирующий множитель )(x  или ).(y  
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