
Линейные уравнения высших порядков 

 

Пример 1. Найти определитель Вронского систем функций: 

а) );;(;,,
2

Jexxee
xxx

                       б) );;(;sin,cos,3
22

Jxx  

в) ).;(;,
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 Jxxx  

Исследовать данные функции на линейную зависимость. 

Решение 
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Поскольку ,0)( xW  данные функции линейно независимы на .J  

б) .0

2cos22cos20

2sin2sin0

sincos3
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xx
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xW  

Вывод о линейной зависимости данных функций по их определителю Вронского 

сделать нельзя. Но так как  0sincos3
2

3

2

21  xx   при ,1,
3

1
321   

данные функции являются линейно зависимыми на  J. 

в) Для функции xxxf )(  при ,22)(0 xxxfx    при   

,22)(0 xxxfx    при  .20
0
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Таким образом, .,2)( Jxxxx   

Находим .0
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



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xxx
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Вывод о линейной зависимости данных функций по их определителю Вронского 

сделать нельзя. Данные функции линейно независимы на J, так как тождество  

)(02

2

1 Jxxxx   выполняется только при .021   Действительно, при  



1x  получаем ;021   при 1x  имеем .021   Эта система имеет решение 

.021    

Пример 2. Показать, что функции 
2

1 xy   и 
5

2 xy   образуют фундаментальную 

систему решений некоторого линейного однородного уравнения второго порядка, и 

найти решение задачи Коши для этого уравнения с начальными условиями 

.2)1(,1)1(  yy  

Решение 

Находим определитель Вронского  .3
52

);(
6

4

52

21 x
xx

xx
yyW   

Следовательно, функции 
2

1 xy   и 
5

2 xy   образуют фундаментальную систему 

решений некоторого однородного линейного уравнения второго порядка, коэффициенты 

которого являются непрерывными функциями при .0x   

Общее решение этого уравнения имеет вид  ,
5

2

2

1 xcxcy   где  1c  и 2c  – 

произвольные постоянные. 

Для решения поставленной задачи Коши необходимо определить значения 

постоянных 1
c  и 2

c  так, чтобы выполнялись заданные начальные условия.  

Имеем  


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7
21  cс  

Поэтому решение данной задачи Коши имеет вид .
3

4

3

7 52
xxy    

Пример 3. Показать, что функции 
x

eyxyy  321 ,,1  образуют 

фундаментальную систему решений некоторого линейного однородного уравнения 

третьего порядка. Составить это уравнение.  

Решение 

Найдем :);;( 321 yyyW  
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Следовательно, данные функции образуют фундаментальную систему решений 



некоторого линейного однородного уравнения третьего порядка с коэффициентами, 

непрерывными на ).;(   

Это уравнение имеет вид  .0);;;( 321 yyyyW  
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Искомое уравнение имеет вид  ,0)(  yye
x

  или  .0 yy   

Пример 4. Найти общие решения уравнений: 

а) ;065  yyy   б) ;06  yy  

в) ;044  yyy   г) .072  yyy  

Решение 

а) Корни характеристического уравнения 065
2

  – числа .3,2 21   

Фундаментальную систему решений образуют функции .,
32 xx

ee


 

Общее решение имеет вид  .
3

2

2

1

xx
ececy


  

б) Корни характеристического уравнения 06
2

  – числа 01   и .6
2
  

Фундаментальную систему решений образуют функции 1 и .
6x

e  Общее решение имеет 

вид .
6

21

x
eccy   

в) Корни характеристического уравнения 044
2

  – числа .2
21

  

Фундаментальную систему решений образуют функции 
x

e
2

 и .
2x

xe


 Общее решение 

имеет вид .
2

2

2

1

xx
xececy


  

г) Корни характеристического уравнения 072
2

  – числа .61
1

i  

Фундаментальную систему решений образуют функции xe
x

6cos


 и .6cos xe x
 Общее 

решение имеет вид ).6sin6cos( 21 xcxcey
x




  

Пример 5. Найти общие решения уравнений: 

а) ;06116
)4(

 yyyy   б) ;08  yy  



в) ;033
)4()5(

 yyyy   г) ;02
)4(

 yyy  

д) .04444
)4()5(

 yyyyyy  

Решение 

а) Находим корни характеристического уравнения .06116
234

  Имеем 

 )6655()6116(
22323

 

.0)3)(2)(1())1(6)1(5)1((
2

  

Откуда .3,2,1,0 4321    

Фундаментальную систему решений образуют функции  .,,,1
32 xxx

eee   

Общее решение имеет вид .
3

4

2

321

xxx
ecececcy   

б) Находим корни характеристического уравнения .08
3

  Имеем 

.0)42)(2(
2

  Откуда .31,2 3,21 i  Фундаментальную систему 

решений образуют функции  .3sin,3cos,
2

xexee
xxx

  

Общее решение имеет вид ).3sin3cos( 32

2

1 xcxceecy
xx




 

в) Находим корни характеристического уравнения .033
2345
  Имеем 

.0)1(
32
  Откуда .1,0 5,4,32,1   Фундаментальную систему решений образуют 

функции .,,,,1
2 xxx
exexex   

Общее решение имеет вид: ).(
2

54321 xcxccexccy
x

  

г) Находим корни характеристического уравнения .012
24

  Имеем 

.0)1(
22
  Откуда ., 4,32,1 ii   Фундаментальную систему решений образуют 

функции .sin,cos,sin,cos xxxxxx   

Общее решение имеет вид .sin)(cos)( 4321 xxccxxccy   

д) Находим корни характеристического уравнения  .04444
2345

   

Имеем ,0)2)(1(,0)1(4)1(4)1(
2224
  откуда 

.2,2,1 5,43,21 ii   Фундаментальную систему решений образуют функции  

.2sin,2cos,2sin,2cos, xxxxxxe
x

  



Общее решение имеет вид .2sin)(2cos)( 54321 xxccxxccecy
x

   

Пример 6. Применяя метод вариации произвольных постоянных, решить уравнение 

.
1


x

x

e

e
yy  

Решение 

Решим соответствующее однородное уравнение .0 yy  Находим корни 

характеристического уравнения .01
2

  Откуда .1,1 21   Фундаментальную 

систему решений образуют функции 
x

ey 1  и .2

x
ey


   

Общее решение однородного уравнения имеет вид .21

xx
ececy


   

Общее решение исходного неоднородного уравнения ищем в виде 

.)()( 21

xx
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

  

Составим систему  
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Решая ее, находим:  .
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Интегрируя, имеем:    
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Общее решение имеет вид  

.)))1ln(1())1ln(((
2

1
21

xxxxxx
ececeeeexy


   

Пример 7. Указать вид частных решений для данных неоднородных уравнений: 

а) ;4
22 x

exyy      б) ;2sin44
2x

exyyy   

в) ;sin22 xeyyy
x

    г) ;)1(65
22 xx

xeexyyy   

д) ;cos106
3

xxxeyyy
x




  е) .2sin34
22

xeeyy
xx

  



Решение 

а) Находим корни характеристического уравнения .04
2

  Откуда 

.2,2 21   Частное решение имеет вид .)(*
2

32

2

1

x
eAxAxAxy   

б) Находим корни характеристического уравнения .044
2

   

Откуда .221    

Частное решение имеет вид  .2cos2sin*
22

321

x
exAxAxAy   

в) Находим корни характеристического уравнения .022
2

  Откуда 

.1
2,1

i   

Частное решение имеет вид ).cossin(* 21 xAxAey
x

  

г) Находим корни характеристического уравнения .0652   Откуда 

.3,2 21    

Частное решение имеет вид .)()(*
2

5432
2

1
xx

eAxAxeAxAxAy   

д) Находим корни характеристического уравнения .0106
23

  Откуда 

.3,0
3,21

i  Частное решение имеет вид 

).()sin)(cos)((* 654321
3

AxAxxAxAxAxAxey
x




 

е) Находим корни характеристического уравнения .04
3

  Откуда 

.2,2,0 321   Частное решение имеет вид  

).2cos2sin(* 54
22

21 xAxAexeAxAy
xx

   

Пример 8. Найти общее решение уравнения .523
2

 xxyy  

Решение 

Так как характеристическое уравнение 0
23
  имеет корни ,1,0 32,1   то 

общим решением соответствующего однородного уравнения 0 yy  является 

функция .321o.o
x

ecxccY    

Частное решение уравнения определяется формулой  

.)(*
2

3
3

2
4

132
2

1
2

xAxAxAAxAxAxy   

Находим: 



;234* 3
2

2
3

1 xAxAxAy   

;2612* 32
2

1 AxAxAy   

.624* 21 AxAy   

Подставив эти выражения в исходное уравнение, получим 

5232612624
2

32
2

121  xxAxAxAAxA   или 

,0)625()2246()123( 2312
2

1  AAxAAxA  откуда   















.0625

,02246

,0123

23

12

1

AA

AA

A

 

Решая систему, находим: .
2

9
,

3

2
,

4

1
321  AAA  

Общее решение имеет вид  .
2

9

3

2

4

1 234
321o.н xxxecxccY

x
    

Пример 9. Решить уравнение .3cos37102 xyyy   

Решение 

Находим корни характеристического уравнения ,0102
2

  откуда .312,1 i   

Общим решением соответствующего однородного уравнения является функция  

).3sin3cos( 21o.o xcxceY
x

   

Частное решение уравнения определяется формулой .3sin3cos* 21 xAxAy    

Подставляя функцию *y  и ее производные ,3cos33sin3* 21 xAxAy   

xAxAy 3sin93cos9* 21   в данное неоднородное уравнение, получим равенство  

,3cos373sin)6(3cos)6( 2121 xxAAxAA   

откуда 








.06

,376

21

21

AA

AA
 

Решая систему, находим: .6,1 21  AA   

Следовательно,  .3sin63cos)3sin3cos( 21o.н xxxcxceY
x

   

Пример 10. Решить уравнение .2
xx

exeyy


  



Решение 

Характеристическое уравнение 01
2

  имеет корни ,i  поэтому общее 

решение однородного уравнения  .sincos 21o.o xcxcY    

Пользуясь принципом суперпозиции (наложения), частное решение исходного 

уравнения следует искать в виде  .)(*** 32121

xx
eAeAxAyyy


  

Итак,   

,)(2*

,)(*

,)(*

1

0

1

3211

3211

321

xxx

xxx

xx

eAeAxAeAy

eAeAxAeAy

eAeAxAy













  

.22)22(2** 3211

xxxxx
exeeAeAAxeAyy


  

Отсюда  .1,
2

1
,

2

1
,

,22

022

,12

321

3

21

1

















AAA

A

AA

A

 

Следовательно, общее решение исходного уравнения  

.)1(
2

1
sincos 21o.н

xx
eexxcxcY


   

Пример 11. Решить уравнение .44
2x

xeyyy   

Решение 

Характеристическое уравнение 044
2

  имеет корни ,221   поэтому 

общее решение однородного уравнения .
2

2

2

1o.o

xx
xececY   Так как число 2 является 

двукратным корнем характеристического уравнения, частное решение неоднородного 

уравнения следует искать в виде  

.)()(*
22

2

3

121

2 xx
exAxAeAxAxy   

Находим:  

,)2)23(2(*
2

2

2

21

3

1

x
exAxAAxAy   

.)2)86()412(4(*
2

221

2

21

3

1

x
eAxAAxAAxAy   

Таким образом, 



,)2)86()412(4(*

,)2)23(2(*

,)(*

1

4

4

2

221

2

21

3

1

2

2

2

21

3

1

22

2

3

1

x

x

x

eAxAAxAAxAy

exAxAAxAy

exAxAy







  

.26*4*4*
22

2

2

1

xxx
xeeAxeAyyy    

Отсюда  .0,
6

1
21  AA  

Следовательно, общее решение исходного уравнения 

.
6

)(
2

3

21

2

o.н

xx
e

x
xcceY    

Пример 12. Решить задачу Коши .1)0(,
8

1
)0(,12

22
 yyxeyy

x
 

Решение 

Характеристическое уравнение 02
2

  имеет корни ,2,0 21  поэтому 

общее решение однородного уравнения:  .
2

21o.o

x
eccY   

Пользуясь принципом суперпозиции, частное решение исходного уравнения следует 

искать в виде  .*** 4

2

3

3

2

2

121 xAxAxAxeAyyy
x

  

Подставляя функцию 
*y  и ее производные   

,2322* 43

2

2

2

1

2

1 AxAxAxeAeAy
xx

  

3

2

2

2

1

2

1 2646* AxAxeAeAy
xx

  

в данное неоднородное уравнение, получим равенство 


43

2

2

2

1

2

132

2

1

2

1
246442646 AxAxAxeAeAAxAxeAeA xxxx ,122  xe x

  

 откуда   





















.122

,046

,16

,12

43

32

2

1

AA

AA

A

A

 

Решая систему, находим: .
4

1
,

4

1
,

6

1
,

2

1
4321  AAAA  

Следовательно, .
4

1

4

1

6

1

2

1 2322

21o.н xxxxeeccY
xx

  

Для того чтобы решить задачу Коши, находим  



.
4

1

2

1

2

1

2

1
2

2222

2o.н  xxxeeecY
xxx

 

Используя начальные условия, получаем систему для определения 1c  и 2c : 













,1
4

1

2

1
2

,
8

1

2

21

c

cc

  откуда находим .
8

1
,0 21  cc  

Таким образом, частное решение, удовлетворяющее данным начальным условиям, 

имеет вид  .
4

1

4

1

6

1

2

1

8

1 2322
xxxxeey

xx
    

 

Дополнительные задачи 

1. Решить уравнения: 

а) ;0 yyy      б) ;01892  yyyy      

в) ;0910
)4(

 yyy  г) 034  yyy ;  

д) 05  yy ; е) 096  yyy ; 

ж) 044  yyy ; з) 022  yyy ; 

и) 0136  yyy ; к) 016  yy IV
; 

л) 04  yy IV
. 

Ответы:   

а) ;
2

3
sin

2

3
cos 21

2








 xССey

x

  

б) ;3sin3cos 32

2

1 xСxСeСy
x

  

в) xСxСxСxСy 3sin3cossincos 4321  ;  

г) 
xx

eCeCy
3

21  ;   

д) ;
5

21

x
eCCy    

е) 
xx

xeCeCy
3

2

3

1


 ;   

ж) 2
2

2
1

xx

xeCeCy  ;   

з) )sincos( 21 xCxCey
x

 ; 



и) )2sin2cos( 21

3
xCxCey

x
 ; 

к) xCxCeCeCy
xx

2sin2cos 43

2

2

2

1 


; л)  )sincos( 21 xCxCey
x

)sincos( 43 xCxCe
x




. 

2. Решить уравнения методом Лагранжа (вариации произвольных постоянных):  

а) 
x

yy
2cos

1
4  ;      б) 

xx
eeyy cos

2
 ;  

в) xeyyy
x
ln44

2
 ; г) 

1
2

2



x

e
yyy

x

. 

Ответы:  

а) xcxxcxy 2sin
2

1
2cos2cosln

4

1
11 




 





  ;  

б) );cos(21

xx
eeccy     

в) )3ln2(
4

)(
2

2

21

2



xe

x
xCCey

xx
; 

г) 




  )1(ln

2

1
arctg)(

2

21 xxxexCCey
xx

. 

3.  Указать вид частного решения уравнения: 

а) 234  xyy ;  б) 
x

exyyy
3

)12(372  ; 

в) xxxyy 7sin3449
3

 ;  г) xeyyy
x
cos ; 

д) xxyy cos ;     е) xxxxxyyy cos)4(sin)12(2
2
 ; 

ж) .2sin
2

xxeyy
x

  

Ответы:  

 а) )(
2

ч BAxxy  ;   

б) 
x

eBAxxy
3

ч )(  ;   

в) )7sin7cos(
23

ч xNxMxDCxBxAxy  ; 

г) )sincos(ч xBxAey
x

 ;   

д) );sin)(cos)((ч xDCxxBAxxy   

е) ;sin)(cos)(
22

ч xFExDxxCBxAxy   



ж) ).()sincos(
2

ч FDxCxxxBxAey
x

       

4. Решить уравнения: 

а) 14333  xyyyy ; 

б) 
x

eyyyy


 633 ; 

в) xyyy 2sin75136  ; 

г) 
xx

eeyyy
2

65


 ;    

д) ;183
3

xeyy
x
    

е) ;13  xyy       

ж) .cos
2
xyy   

Ответы:   

а) 532

3

1 


xeCeCeCy
xxx

;   

б) ;)(
32

321

xx
exxCxCCey


   

в) xxxCxCey
x

2sin32cos4)2sin2cos( 21
3




;  

г) ;
2

1 23
2

2
1

xxxx
xeeeCeCy


  

д) ;23
3

1 3
21

23 xx
eccxxxey     

е) ;
2

1
321

23
xccecxxy

x
  

ж) .2cos
10

1

2

1
21

xx
ececxy


  

 


